Llista 6: Canvis de base i matrius d’aplicacions lineals.

Canvis de Base

1. Demostreu que els vectors (1,0,0), (1,1,0) i (1,1,1) sén base de R3. Trobeu la matriu del
canvi de base de la canonica a la base anterior. Utilitzeu-la per calcular les components del
vector (—1,—2,7) en la nova base.

2. Escriviu (z,y, z) € R? en la base donada:

(a) (1,0,0),(0,0,1),(1,1,1)
(b) (1,0,-1),(-1,1,0),(0,1,1)
(¢) (2,1,3),(-1,4,5),(3,-2,—4)

3. Si el vector @ de R? té components (4, —1) en la base {(2,—5),(7,3)}, quines s6n les seves
components en la base {(—2,1),(—3,2)}?

4. Considereu els vectors de R? segiients:
= (1,1,1) v =(1,1,0) = (1,-1,0) Z=(0,0,2).
Quines de les afirmacions segiients sén certes?

(a) (¥, ) = (4, 2).

1
(c) Les components de % en la base {7, w, Z} sén (1,0, 5)
5. Sigui vy, v, v3 una base de R3. Definim

u1 = vl + v, Uz = vy + v3, Uz = V2 + V3.

Trobeu la matriu del canvi de base. Escriviu els vectors

3 7 4
v1 + vy +v3, 2v1 + Hvg, \/§U2+\/§U3,§U1+3U2—§7}3

en la base {u1, ug,us}. Escriviu els vectors
uy + 12U2 — Uus, \/L;)’U,l — 3U2, U + 345 us, 73’LL1 — 105U2 +22.1 (75

en la base {v1, va, v3}.

Matrius d’Aplicacions Lineals

1. Sigui f : R? — R una aplicaci6 lineal tal que f(1,1) = 3 i f(1,0) = 4. Quant val f(2,1)?
Quant val f(z,y)?

2. Sigui f : R — R una aplicacié lineal tal que f(3) = —4. Obteniu expressié de f(x). Es f
un isomorfisme?

3. Sigui
fR® — R
(@,9,2) = (0,2,9)

(a) Demostreu que f és una aplicacié lineal.

(b) Trobeu ker f i Im f, aix{ com dimensions i bases respectives.



(c) Trobeu f2=fof i f3=fofolf.
(d) Trobeu ker f2, ker f3, Im f2 i Im f3. Quina relaci6 hi ha entre ells?

4. Sigui f I'endomorfisme de R? definit per:
f(2,1,0) = (4,2,2) f(0,1,1) =(0,1,1) f(2,0,1) = (0,4,2).
Trobeu la matriu de f en la base canonica i estudieu el nucli i la imatge de f.
7. Sigui f : R? — R? definida per:
f(1,2)=(2,1,3) f(2,3)=(1,0,2).
Trobeu la matriu de f en les bases

(a) {(3,5), (1,1)} de R? i canonica de R3.
(b) {(3,5), (1,1)} de R*i {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} de R®.
8. Donada I’aplicacié lineal
f: R3 — R2
(x7yaz) —)(2I+y7y_z)

trobeu la matriu associada en les bases:

(a) canoniques de R3 i R?
(b) {(1,1,1), (0,1,2), (0,2,1)} de R3 i {(2,1), (1,0)} de R2.

Calculeu ker f i Im f, aixi com dimensions i bases respectives.
9. Sigui f I'endomorfisme de R? que, en la base canonica, té per matriu:
2 -1 4
A= 1 0 3
-1 2 2

Trobeu la matriu de f en la base {(1,0,0),(0,2,0),(—1,—1,1)}.

10. Sigui f 'endomorfisme de R? donat en la base canonica per

2 -2 -4
A= -1 3 4
1 -2 -3

—~
&
a2

Trobeu la seva matriu en la base {(1,0,0), (1,-1,1), (2,0,1)}. Denotem-la B.
(b) Comproveu que A™ = A per a tot n. Es cert també que B" = B?

(c) Donat un endomorfisme g direm que és idempotent (o que és un projector) si satisfa

g?> = g. Analogament, una matriu es diu idempotent quan M? = M. Comproveu
que g és idempotent si i només si la matriu que el representa, en qualsevol base, és
idempotent.

(d) Proveu que g és idempotent si i només si I — g és idempotent.

(e) Proveu que si g és idempotent, aleshores R® = ker g + Im g.

11. Siguin {ey, e, e3} una base de R i f un endomorfisme de R? tal que:
fler) =e1+e2 fles) = e ker f = (e1 + e2).

(a) Escriviu la matriu de f en la base {e1, ez, e3}.
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14.

15.

16.

17.

18.

(b) Calculeu f(4de; — es + 3es).
(c) Estudieu el nucli i la imatge de f, f2 i f3.
(d) Es R3 =ker f & Im f?

Construiu un endomorfisme a R* tal que:

=7
ker f = (e1,eq)
Imf = <€3, 64)

on e = (1a3a070)7 €2 = (37 _17Oa0) €3 = (0507 173) i €4 = (07073a _1)
Calculeu la seva matriu en la base canonica.
Siguin:
f:R® — R? g:R? — R4
(%%Z) = (5C+y+270) (3379) = (w,y,;v—l—y,a?—y)

(a) Proveu que sén lineals i estudieu els nuclis i les imatges.

(b) Trobeu la matriu de g o f en bases canoniques i estudieu el seu nucli i la seva imatge.

(¢) Trobeu la imatge de (1,2,3) per go f.
Sigui  P,[z] = {polinomis a coeficients reals amb grau < n}. De les aplicacions seglients es-

tudieu quines sén lineals i, en cas de ser-ho, escriviu les matrius en les bases {1, 2,22, ... 2"}
de P,[z], i estudieu els nuclis i les imatges:

(a) Pofe] — Pole]  p(z) = p'(2)

(b) Pulz] — Pulz]  p(e) = (z+ 1)p'(2)

(¢) Pofz] — R p(z) = p(2)

(d) Plz] — Py[x] p(r) — reste de la divisié per 2% + 1.

Considereu els endomorfismes de R? de la forma:
frlz,y,2) = e+ y+ 2z, + y,x + 2y + rz).
Trobeu el valor de r per al qual el rang de f, sigui minim. Per a aquest valor de r:

(a) Estudieu el nucli i la imatge de f,.
(b) Existeix algun ¢ tal que (3,2,t) € ker f,.7
(¢) Trobeu lantiimatge del vector f,.(1,2,1).

Sigui f un endomorfisme d’un espai vectorial E tal que f2 + f +I = 0. Demostreu que f és
un automorfisme i calculeu el seu invers.

Demostreu que si f és un monomorfisme i vy, ..., v, sén vectors linealment independents,
aleshores f(v1),..., f(v,) també sén linealment independents.

Donada una base {e1, ez} de R? es defineix I'endomorfisme f per:
f(el) =e1 + e f(eg) = 2e1 + 3es.

Obteniu I'aplicacié inversa, doneu-ne I’expressio general i la seva matriu associada en la base

{e1,e2}.
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Donat I’endomorfisme de R? que té per matriu associada

—2
M = 1
-1

N >

2
A
1
demostreu que per a qualsevol valor de A la dimensié de la imatge és 2. Trobeu el nucli i la
imatge per a A\ = —2.
Donat I’endomorfisme de R3 definit per:

flzyy,2) = ((m—2)x 4+ 2y — 2,2z + my + 2z,2mz + 2(m + )y + (m + 1)z)

demostreu que la dimensié del nucli és zero excepte per a valors particulars de m. Per a
aquests valors doneu dimensions i bases del nucli i de la imatge.



