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1 Polinomis en una variable
Polinomis sobre un cos. Sigui K un cos. L’anell de polinomis en una variable és
KX ={fX)=a+uX+ - +a,X"|a € K}

amb les operacions suma i producte habituals. Si a,, # 0 el polinomi f(X) té grau n, i es denota
deg f = n. Per conveni, deg0 = —oo. El grau compleix les propietats

e deg fg =deg f + degy;
o deg(f + g) < max{deg f,degg}, amb igualtat si deg f # deg g;

i defineix una norma euclidiana a I’anell de polinomis. En efecte, es té la

Proposicié 1.1 Donats polinomis f,g € K[X] amb g # 0 existeizen polinomis q i  amb
f=9q+r 0 degr < degg.

A més, els polinomis q i r son unics.

ProvAa: L’existéncia es demostra per induccié sobre el grau de f. Siguin f = > " ja; X i
g = Z?ZO ijj, de graus n > —oo i m > 0 respectivament. Si n < m aleshores es té ¢ = 0 i
r = f. Suposi’s que n > m i que la propietat es compleix per a tots els graus < n. Aleshores
el polinomi f(X) — = X" "g(X) té grau < n i la seva divisi6 euclidiana per g proporciona un
quocient gg i un reste r. Operant, s’obté la divisi6é euclidiana de f per g com

F(X) = g(X) <QO(X) i me’”> LX), degr < degg.

Per comprovar la unicitat, suposi’s que ¢/, 7’ satisfan les mateixes propietats. Restant es té que
glg—¢') =" —r, iatés que deg(r’ — r) < min{degr’,degr} < deg(g), i que deg(r’' —r) =
deg g + deg(q — ¢') ha de ser deg(q — ¢') = —oo. Per tant ¢ = ¢’ i substituint en les divisions
euclidianes resulta que també r = ', O

Per tant, I'anell de polinomis a coeficients en un cos, com que és euclidia, és un domini
d’ideals principals i un anell factorial.



Els polinomis invertibles de K[X] sén les constants no nulles. Un polinomi amb a, =1 es
diu monic. Tot polinomi és associat d’un tinic polinomi monic; per tant, els polinomis monics es
poden prendre com a generadors canonics dels ideals no nuls de K[X]. Un polinomi irreductible
(és el mateix que primer, ja que l'anell és factorial) és un polinomi no constant que no descompon
en producte de polinomis de grau estrictament menor. Per exemple, tots els polinomis de grau 1
s6n irreductibles. Tot polinomi no nul de K[X] descompon de manera tinica com una constant
no nulla de K per un producte de polinomis monics irreductibles.

L’anell K[X] conté infinits polinomis primers. Per comprovar-ho es pot fer servir ’argument
d’Euclides que demostra la infinitud dels nombres primers: si fi,..., f, sén polinomis primers
de K[X] aleshores fi--- f, + 1 és un polinomi de grau estrictament positiu, i els seus factors
primers no poden ser associats de cap dels f;.

Sigui K C L una inclusié de cossos. Aleshores es té una inclusié dels anells de polinomis
respectius K[X] C L[X]. Si f(X) € K[X] té una descomposicié f(X) = u(X)v(X) a L[X] i
un dels factors té coeficients a K, aleshores l'altre també. En efecte, si w(X) € K[X], sigui
F(X) =u(X)q(X) + r(X) la divisi6 euclidiana de f per u a K[X]. Aquesta expressié és també
una divisié euclidiana de f per u a anell L[X]. Comparant-la amb f(X) = u(X)v(X) + 0, per
unicitat resulta que v(X) = ¢(X) € K[X] i r(X) =0. Amb un argument semblant es veu el fet
seglient: si f,g € K[X]id= (f,g) és el seu maxim comu divisor a l'anell K[K], aleshores d és
també el maxim comu divisor dels polinomis f i g pensats com a polinomis de anell L[X] (és a
dir, en passar a un cos més gran no poden apareixer nous factors comuns de dos polinomis que
no siguin a coeficients en el cos petit).

Arrels. A cada element o € K li correspon un homomorfisme d’anells K[X] — K que envia
les constants a elles mateixes i X a «. Es denota f(«) la imatge del polinomi f(X) per aquest
homomorfisme, i s’interpreta com el valor del polinomi f avaluat a I’element «. L’element « és
una arrel de f si f(a) = 0. Aixo equival a dir que el polinomi primer X — « divideix f(X). Si
f(X)=(X—-a)"g(X)iX —ano divideix g(X), « és una arrel de f(X) de multiplicitat m > 0;
és el mateix que dir que f(X) té ordre m al primer X — . Una arrel maltiple és una arrel de
multiplicitat > 1.

Si K és un subcos d'un cos L es té una inclusié d’anells K[X] C L[X] i es poden avaluar els
polinomis de K[X] en elements de L. L’element o € L és transcendent sobre K si és arrel d’algun
polinomi a coeficients en K; és a dir, si 'homomorfisme d’anells f(X) — f(a): K[X] — L és
injectiu, i és algebraic en cas contrari, o sigui, quan és arrel d’algun polinomi no nul de K[X].
En aquest cas el nucli de 'homomorfisme és un ideal de K[X] generat per un polinomi monic
que es diu el polinomi irreductible de @ sobre K. Per exemple, el nombre real 7 és transcendent
sobre Q i, en canvi, el nombre real /2 és algebraic sobre Q, amb polinomi irreductible X3 — 2.

Derivacié. Si f(X) = >Ija; X", la seva derivada és el polinomi f/(X) = Y ;ia, X1, i
valen les férmules segiients

(f+9)=f+d. (fo9)=Fa+rtgd, () =kf L

D’aquestes férmules es dedueix que si f(X) = [ pi(X)™ és la descomposicié del polinomi f en
producte de primers, aleshores [ p;(X)™ ! divideix el maxim comi divisor de f i f’. També
en resulta que si (f, f') = 1 aleshores en la descomposicié de f en producte de primers no hi
apareix cap terme amb multiplicitat més gran que 1. En particular, les arrels multiples d’un



polinomi de K[X] en algun cos L que contingui K sén les arrels comunes del polinomi i de la
seva derivada, i un polinomi amb (f, f') = 1 no té arrels multiples.

2 Polinomis sobre un anell factorial

Sigui A un anell integre i K el seu cos de fraccions. L’anell A[X] format pels polinomis amb
coeficients a A esta contingut dins de K[X] i és també un anell integre. En aquest anell, el grau
d’un polinomi es comporta de la mateixa manera que sobre K[X] gracies al fet que A és integre
(per anells més generals amb divisors de zero el grau d’un producte no té perque ser la suma de
graus). Els elements invertibles de A[X] sén les constants invertibles a I’anell A, o sigui,

A[X]* = A%,

Recordi’s que la notacié @ ~ b en un anell integre significa que els elements sén associats:
difereixen en la multiplicacié per un element invertible de l’anell. L’anell A[X] no és en general
euclidia pero, en canvi, quan A és factorial resulta ser també factorial. Aquest sera el resultat
principal que es demostrara en aquesta seccié. En endavant es suposara que A és factorial.

Polinomis primitius i contingut. Sigui f(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" € K[X]. Es
defineix el contingut de f com el maxim comu divisor dels coeficients ag, ..., a,, 1 es denotara
cont f. El contingut d’un polinomi esta determinat només llevat d’elements invertibles de ’anell
i, estrictament parlant, és més un ideal que no pas un element, igual que el maxim comu
divisor. Un polinomi es diu primitiu si té contingut 1 (una unitat), o sigui, si els seus coeficients
sén relativament primers. Tot polinomi f(X) € A[X] descompon com f(X) = afo(X) amb
a=-contf € Ai fo(X) € A[X] un polinomi primitiu, i aquesta descomposicié és tinica llevat
de multiplicar els factors per unitats de I'anell. Es a dir, si au(X) = bv(X) amb a,b € A i
u,v € A[X] primitius, aleshores a ~ b i u(X) ~ v(X).

Teorema 2.1 (Lema de Gauss) Siguin f(X),g(X) € A[X]. El producte fg és primitiu si, i
només si, f i g ho son.

Prova: Es clar que cont f | cont fg. Per tant si fg és primitiu f també ho és (el mateix per
g). Suposi’s que f i g sén primitius. Siguin f(X) = >"" ja; X" i g(X) = Y}I", b; X" polinomis
primitius, i sigui f(X)g(X) = S ¢; X7

Donat un primer p de I'anell, sigui 0 < r < n 'enter més petit tal que pta, isigui0 < s <m
Penter més petit tal que p 1 bs. Aleshores p no divideix ¢, 4, ja que

Cros = Z aibj = a,bs + ar—lbs—l—l + o+ a'r‘—l—lbs—l +--
i+j=r+s

i, apart de a,bs, que no és divisible per p, cada sumand conté un factor a; amb ¢ < r o un
factor b; amb j < s que sén divisibles per p. Per tant, p no divideix el maxim comu divisor dels
coeficients de fg. Com que aix0 és cert per a tot primer p, aquest polinomi és primitiu. O

Corollari 2.2 Per a tot parell de polinomis f,g € A[X] es té

cont(fg) = cont f cont g



ProvA: Siguin f = afyig = bgg, amb fy i go primitius i a, b els continguts respectius. Aleshores
fg = abfogo. Pel lema de Gauss fogo és primitiu i per tant ab = cont(fg). O

Tot polinomi f(X) € K[X] descompon com f(X) = afo(X) amb a € K* i fo(X) € A[X]
un polinomi primitiu, i la descomposicié és tnica llevat de multiplicar els factors per unitats de
I’anell. Es segiient resultat tecnic es fa servir sovint quan es tracta amb polinomis sobre un anell
factorial barrejats amb polinomis sobre el seu cos de fraccions.

Lema 2.3 Sigui f(X) € A[X] i sigui v(X) € A[X] un polinomi primitiu.

o Si f(X)=oav(X) amba € K*, aleshores o € A.
e Si f(X)=u(X)v(X) és una descomposicié a K[X] aleshores u(X) € A[X].

PrOvVA: Sigui o =a/bamba,b € A. Aleshores bf(X) = av(X) € A[X]iigualant els continguts,
i com que v és primitiu, es té becont f = a i per tant b | a a I'anell A, de manera que o« = a/b € A.

Sigui u(X) = aup(X) amb up(X) € A[X] primitiu. Aleshores f(X) = aug(X)v(X) i com
que ugv és primitiu es dedueix que a € A i, per tant, que u(X) € A[X]. O

Proposicié 2.4 Sigui f(X) € A[X] un polinomi primitiu. Aleshores f(X) és primer a A[X]
si, 1 només si, ho és a K[X].

ProOvA:  Suposi’s f primer a A[X]. Sigui f(X) | u(X)v(X) a K[X] i sigui ¢ el quocient
corresponent. Siguin u(X) = aug(X), v(X) = Bvo(X) i ¢ = vqo(X) amb up,vg,q0 € A[X]
primitius i a, 3,7 € K* Aleshores f(X)qgo(X) = v LaBuo(X)vo(X) i com que ugug és primitiu
es dedueix que la constant v~ '3 és un element de A que, per primitivitat dels polinomis a tots
dos costats, ha de ser de A*. Per tant f(X) divideix ugvg a A[X] i per hipotesi ha de dividir
a algun dels dos polinomis, per tant divideix un dels dos polinomis u,v a K[X] ja que sobre
aquest anell sén associats dels anteriors.

Reciprocament, suposi’s que f(X) | w(X)v(X) a A[X]. Aquesta mateixa divisié té lloc
a K[X] i per tant f(X) ha de dividir un dels dos polinomis en aquest anell. Suposi’s que
f(X)q(X) = u(X) amb ¢(X) € K[X]. Pel lema anterior resulta que ¢(X) € A[X] i per tant
també f(X) | u(X) a A[X]. O

Teorema 2.5 Si A és un anell factorial i K és el seu cos de fraccions, aleshores l’anell de
polinomis A[X] també és factorial. Els primers de A[X] sdn els primers de A i els polinomis
primitius que son irreductibles a K[X].

PrROvVA:  Per la proposicié anterior els polinomis primitius de A[X] que sén irreductibles
(primers) a K[X] sén elements primers de A[X]. Si p és un primer de A i p | u(X)v(X)
a A[X] aleshores prenent continguts resulta que p | (contu)(contwv) i per tant p divideix un
d’aquests dos elements. Per tant, els primers de A també sén primers de A[X].

Només queda veure que tot element de A[X] descompon com a producte de primers. Donat
un polinomi f(X) € A[X] sigui f(X) = fi(X)--- fr(X) una descomposici6 en primers a K[X], i
sigui f;(X) = aju;(X) amb u;(X) € A[X] primitiu (i primer ja que és associat del primer f;(X)
a K[X]). Aleshores f(X) = aui(X) - u,(X) amba=]]a; =cont f € A. Sia=p; - ps amb

p; primers de A aleshores
f(X) = HpiHuj(X)

és una descomposicié de f(X) € A[X] en producte de primers. 4



Polinomis en varies variables. L’anell de polinomis en varies variables es pot definir in-

ductivament com K[Xi,...,X,] = K[X1,...,X,-1][X,]. Pel teorema anterior, aquest anell és
un DFU. Per n > 2 no és un DIP; en efecte, és clar que l'ideal generat per Xi,..., X, no és
principal.

Teorema 2.6 (Criteri d’irreductibilitat d’Eisenstein) Sigui A un anell factorial i sigui
fX)=ar+ a1 X+ -+ a, X" € A[X] un polinomi no constant. Si existeix un primer p de A
tal que

p’ai per 0<i<n, pj(ana i pZJ(am

aleshores f és irreductible a K[X].

Prova: Es pot suposar que f és primitiu. En efecte, si f = afg amb a = cont f, la irreductibil-
itat de f a K[X] equival a la de fy, i com que p{ cont f els coeficients del polinomi fy satisfan
les mateixes condicions de divisibilitat per p que els de f. Per tant n’hi ha prou a demostrar
que el polinomi fy, que es primitiu, és irreductible, i es pot suposar que f és primitiu. Aleshores
la irreductibilitat de f a K[X] equival a la irreductibilitat a A[X].

Sigui f(X) = u(X)v(X) una descomposicié en producte de polinomis de A[X], i siguin
wX) =Y I_qu X\ v(X) = > i=0 v; X7. Pel lema de Gauss, els polinomis u i v sén primitius.
Siguin @« =min{i : 0 < i < r,pfu}if=min{j:0<j <s,pfvj}, que existeixen ja que p no
divideix el contingut de cap dels dos polinomis u,v. Aleshores per a tot k < o+ 3 és p | ar ien
canvi si k = a+ (3 és p 1 ag, ja que ax = Ziﬂ:k w;vj i per tant quan k < a + 3 cada sumand
conté un u; amb ¢ < k o bé un v; amb j < B i en canvi quan k = « + (3 aleshores el sumand
uqvg no és divisible per p pero tots els demés si que ho sén.

Com que el primer coeficient de f que no es divideix per p és a,, ha de ser a + 3 = n, i del
fet quen=r+sia<r,f<sesdeducix que o =718 =s.

D’altra banda la condicié p? { ag implica que no pot ser que p | ug i també p | vg, de
manera que un dels dos nombres r o s ha de ser zero i aix0 vol dir que un dels dos factors en la
descomposicié anterior és una constant. O

Exemple. Irreductibilitat del polinomi ciclotomic p-ésim. Sigui p un nombre primer,
aleshores el polinomi ciclotomic p-ésim

Dy X)=(XP-1)/(X 1) =XP 14 XP2 4 ... 4 X +1€Q[X]

és irreductible. En efecte, observi’s que I'aplicacié K[X]| — K[X] que envia f(X) a f(X + 1)
és un isomorfisme d’anells i, per tant, f(X) és irreductible si, i només si, ho és f(X +1). En el
nostre cas,

(X +1)P—1

N

= XPl L pxP2 4 <§> XP3 4.4 <§>X+P€Z[X]

té la propietat d’Eisenstein respecte el primer p.

Reduccié modul un primer. Sigui A un anell factorial i p un primer de A. El quocient
A/(p) és un anell integre. Es considerem la projeccié canonica 7: A — A/(p) de reduccié modul
p, que es denotara posant una barra damunt dels elements de A, de manera que @ = 7(a) =
a+ (p) = a+ pA. L’aplicacié de reduccié de polinomis Y a; X* +— > @; X* és un homomorfisme
d’anells A[X] — (A/(p))[X], que es denotard amb una barra f(X) — f(X).



Teorema 2.7 (Criteri d’irreductibilitat per reduccid) Siguin A un anell factorial, p un
primer de A, i K el cos de fraccions de lanell integre A/(p). Donat un polinomi primitiu
f(X)=ay+a1 X+ +a, X" € A[X] amb ptn, si f(X) és irreductible a K[X] aleshores f és
irreductible a A[X].

PrROVA: En efecte, donada una descomposicié f(X) = g(X)h(X), els coeficients de grau més
gran de ¢ i h no es divideixen per p. En tal cas, els polinomis f, g i h tenen els mateixos graus
que f, g i h, respectivament, i es té la identitat f(X) = g(X)h(X). Per tant una descomposicié
no trivial de f a A[X] donaria lloc a una descomposicié no trivial de f a K[X], contradient la
seva irreductibilitat. O

Polinomis ciclotomics. Per a cada n > 1 el polinomi ciclotomic n-ésim és el polinomi

(I)n(X) — H (X - eQﬂ'ik/n)_

0<k<n
(k,n)=1

Es té la f6rmula

X" _1= H (X . eQﬂik/n) — H H (X o eZm’k/n) _ H(I)d(X)a
0<k<n mln 0<k<n din
(k,n)=m
ja que cadascun dels factors corresponents a un divisor m | n, posant n = md, k = mky, i tenint
en compte que la condicié 0 < k < n, (k,n) = m equival a 0 < kg < d, (ko,d) = 1, és el polinomi
ciclotomic ®4(X). Per tant es té la férmula recursiva

X" -1
2l X) = Hddm Dy(X)

que permet calcular els polinomis ciclotomics en termes dels polinomis X™ — 1.

D’aquesta férmula es dedueix que els polinomis ciclotomics tenen coeficients racionals (ja que
X™—11X —1 els hi tenen, i aplicant inducci6 sobre n) i, encara més, que aquests coeficients
s6n enters i els @,,(X) sén primitius a Z[X]. En efecte, com que X" — 1 € Z[X], per inducci6 es
dedueix que tots els polinomis ciclotomics sén polinomis primitius de Z[X]. En efecte, ®1(X) =
X —1 ho és. De la identitat anterior es dedueix que si tots els ®4(X) per d < n sén primitius de
Z|X] aleshores el polinomi ®,(X) té coeficients enters, i és clarament primitiu ja que és monic.

Teorema 2.8 El polinomi ciclotomic n-ésim ®,(X) € Z[X] és irreductible a Q[X].

Prova: Sigui X" —1= f1(X)--- f(X) una descomposicié6 en irreductibles a Z[X] (i, per tant,
irreductibles a Q[X]). Com que el coeficient de grau maxim de X" —1 és un 1 els coeficients de
grau maxim dels factors f; han de ser £1 i, multiplicant alguns d’aquests polinomis per —1 si
cal es pot suposar que sén tots iguals a 1.

Sigui ¢ = e2™*/™ una arrel n-ésima de la unitat qualsevol. Com que ¢ és arrel del polinomi
X™ — 1 ha de ser arrel d’algun dels seus factors. Suposi’s que f1(¢) = 0.

Sigui p un primer tal que p { n. Es demostrara que (P també és arrel de f;.

Com que (P també és arrel de X™ — 1, sera arrel d’algun els polinomis f;(X). Aleshores
els polinomis f1(X) i f;(X?) tenen ¢ com a arrel comd, i per tant no poden ser relativament
primers a Z[X]. Com que f; és primer ha de ser f1(X) | fi(XP).



Es denota amb una barra superior la reduccié modul p de polinomis de Z[X], que déna
polinomis de IF[X]. Aleshores f,(X) | f;(X?) i com que f;(X?) = f;(X)P, tot factor primer de

f1(X) a F,[X] també és un factor primer de f;(X), i d’aquests factors primers n’hi ha, ja que
com que fi és monic de grau > 1, el polinomi f; no pot ser constant. Si fos i # 1 aleshores
el polinomi X" — 1 € F,[X] tindria com a factors primers multiples tots els factors primers
de f1(X), i aix0o contradiu el fet que (X™ — 1,nX""!) = 1 a l'anell F,[X] (noti’s que aqui és
essencial que ptn). Per tant, i = 1, 1 (P és també arrel de f;(X).

Sigui ara ¢ = €2™/" o una arrel primitiva n-ésima de la unitat qualsevol. Aleshores totes les
demés arrels primitives n-esimes de la unitat sén potencies (" amb exponent m relativament
primer amb n, i per tant producte m = pips---p, de primers que no divideixen n. Aplicant
Pargument anterior en cada primer p; s’obté que (" és arrel de f1(X). Per tant, totes les arrels
primitives n-ésimes de la unitat sén arrels de f1(X) i ha de ser ®,,(X) | f1(X). Ates que @, (X)
és monic no constant i que fi(X) és monic i primer, aquests dos polinomis sén iguals i ®,,(X)
és primer. O



