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1 Polinomis en una variable

Polinomis sobre un cos. Sigui K un cos. L’anell de polinomis en una variable és

K[X] = {f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n | ai ∈ K}

amb les operacions suma i producte habituals. Si an 6= 0 el polinomi f(X) té grau n, i es denota
deg f = n. Per conveni, deg 0 = −∞. El grau compleix les propietats

• deg fg = deg f + deg g;

• deg(f + g) 6 max{deg f,deg g}, amb igualtat si deg f 6= deg g;

i defineix una norma euclidiana a l’anell de polinomis. En efecte, es té la

Proposició 1.1 Donats polinomis f, g ∈ K[X] amb g 6= 0 existeixen polinomis q i r amb

f = gq + r i deg r < deg g.

A més, els polinomis q i r són únics.

Prova: L’existència es demostra per inducció sobre el grau de f . Siguin f =
∑n

i=0 aiX
i i

g =
∑m

j=0 bjX
j , de graus n > −∞ i m > 0 respectivament. Si n < m aleshores es té q = 0 i

r = f . Suposi’s que n > m i que la propietat es compleix per a tots els graus < n. Aleshores
el polinomi f(X)− an

bm
Xn−mg(X) té grau < n i la seva divisió euclidiana per g proporciona un

quocient q0 i un reste r. Operant, s’obté la divisió euclidiana de f per g com

f(X) = g(X)
(
q0(X) +

an
bm
Xn−m

)
+ r(X), deg r < deg g.

Per comprovar la unicitat, suposi’s que q′, r′ satisfan les mateixes propietats. Restant es té que
g(q − q′) = r′ − r, i atès que deg(r′ − r) 6 min{deg r′,deg r} < deg(g), i que deg(r′ − r) =
deg g + deg(q − q′) ha de ser deg(q − q′) = −∞. Per tant q = q′ i substituint en les divisions
euclidianes resulta que també r = r′. �

Per tant, l’anell de polinomis a coeficients en un cos, com que és euclidià, és un domini
d’ideals principals i un anell factorial.
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Els polinomis invertibles de K[X] són les constants no nul.les. Un polinomi amb an = 1 es
diu mònic. Tot polinomi és associat d’un únic polinomi mònic; per tant, els polinomis mònics es
poden prendre com a generadors canònics dels ideals no nuls de K[X]. Un polinomi irreductible
(és el mateix que primer, ja que l’anell és factorial) és un polinomi no constant que no descompon
en producte de polinomis de grau estrictament menor. Per exemple, tots els polinomis de grau 1
són irreductibles. Tot polinomi no nul de K[X] descompon de manera única com una constant
no nul.la de K per un producte de polinomis mònics irreductibles.

L’anell K[X] conté infinits polinomis primers. Per comprovar-ho es pot fer servir l’argument
d’Euclides que demostra la infinitud dels nombres primers: si f1, . . . , fn són polinomis primers
de K[X] aleshores f1 · · · fn + 1 és un polinomi de grau estrictament positiu, i els seus factors
primers no poden ser associats de cap dels fi.

Sigui K ⊆ L una inclusió de cossos. Aleshores es té una inclusió dels anells de polinomis
respectius K[X] ⊆ L[X]. Si f(X) ∈ K[X] té una descomposició f(X) = u(X)v(X) a L[X] i
un dels factors té coeficients a K, aleshores l’altre també. En efecte, si u(X) ∈ K[X], sigui
f(X) = u(X)q(X) + r(X) la divisió euclidiana de f per u a K[X]. Aquesta expressió és també
una divisió euclidiana de f per u a l’anell L[X]. Comparant-la amb f(X) = u(X)v(X) + 0, per
unicitat resulta que v(X) = q(X) ∈ K[X] i r(X) = 0. Amb un argument semblant es veu el fet
següent: si f, g ∈ K[X] i d = (f, g) és el seu màxim comú divisor a l’anell K[K], aleshores d és
també el màxim comú divisor dels polinomis f i g pensats com a polinomis de l’anell L[X] (és a
dir, en passar a un cos més gran no poden aparèixer nous factors comuns de dos polinomis que
no siguin a coeficients en el cos petit).

Arrels. A cada element α ∈ K li correspon un homomorfisme d’anells K[X] → K que envia
les constants a elles mateixes i X a α. Es denota f(α) la imatge del polinomi f(X) per aquest
homomorfisme, i s’interpreta com el valor del polinomi f avaluat a l’element α. L’element α és
una arrel de f si f(α) = 0. Això equival a dir que el polinomi primer X − α divideix f(X). Si
f(X) = (X−α)mg(X) i X−α no divideix g(X), α és una arrel de f(X) de multiplicitat m > 0;
és el mateix que dir que f(X) té ordre m al primer X − α. Una arrel múltiple és una arrel de
multiplicitat > 1.

Si K és un subcos d’un cos L es té una inclusió d’anells K[X] ⊆ L[X] i es poden avaluar els
polinomis de K[X] en elements de L. L’element α ∈ L és transcendent sobre K si és arrel d’algun
polinomi a coeficients en K; és a dir, si l’homomorfisme d’anells f(X) 7→ f(α) : K[X] 7→ L és
injectiu, i és algebraic en cas contrari, o sigui, quan és arrel d’algun polinomi no nul de K[X].
En aquest cas el nucli de l’homomorfisme és un ideal de K[X] generat per un polinomi mònic
que es diu el polinomi irreductible de α sobre K. Per exemple, el nombre real π és transcendent
sobre Q i, en canvi, el nombre real 3

√
2 és algebraic sobre Q, amb polinomi irreductible X3 − 2.

Derivació. Si f(X) =
∑n

i=0 aiX
i, la seva derivada és el polinomi f ′(X) =

∑n
i=1 iaiX

i−1, i
valen les fórmules següents

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + fg′, (fk)′ = kf ′fk−1.

D’aquestes fórmules es dedueix que si f(X) =
∏
pi(X)mi és la descomposició del polinomi f en

producte de primers, aleshores
∏
pi(X)mi−1 divideix el màxim comú divisor de f i f ′. També

en resulta que si (f, f ′) = 1 aleshores en la descomposició de f en producte de primers no hi
apareix cap terme amb multiplicitat més gran que 1. En particular, les arrels múltiples d’un
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polinomi de K[X] en algun cos L que contingui K són les arrels comunes del polinomi i de la
seva derivada, i un polinomi amb (f, f ′) = 1 no té arrels múltiples.

2 Polinomis sobre un anell factorial

Sigui A un anell ı́ntegre i K el seu cos de fraccions. L’anell A[X] format pels polinomis amb
coeficients a A està contingut dins de K[X] i és també un anell ı́ntegre. En aquest anell, el grau
d’un polinomi es comporta de la mateixa manera que sobre K[X] gràcies al fet que A és ı́ntegre
(per anells més generals amb divisors de zero el grau d’un producte no té perquè ser la suma de
graus). Els elements invertibles de A[X] són les constants invertibles a l’anell A, o sigui,

A[X]∗ = A∗.

Recordi’s que la notació a ∼ b en un anell ı́ntegre significa que els elements són associats:
difereixen en la multiplicació per un element invertible de l’anell. L’anell A[X] no és en general
euclidià però, en canvi, quan A és factorial resulta ser també factorial. Aquest serà el resultat
principal que es demostrarà en aquesta secció. En endavant es suposarà que A és factorial.

Polinomis primitius i contingut. Sigui f(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ K[X]. Es

defineix el contingut de f com el màxim comú divisor dels coeficients a0, . . . , an, i es denotarà
cont f . El contingut d’un polinomi està determinat només llevat d’elements invertibles de l’anell
i, estrictament parlant, és més un ideal que no pas un element, igual que el màxim comú
divisor. Un polinomi es diu primitiu si té contingut 1 (una unitat), o sigui, si els seus coeficients
són relativament primers. Tot polinomi f(X) ∈ A[X] descompon com f(X) = af0(X) amb
a = cont f ∈ A i f0(X) ∈ A[X] un polinomi primitiu, i aquesta descomposició és única llevat
de multiplicar els factors per unitats de l’anell. És a dir, si au(X) = bv(X) amb a, b ∈ A i
u, v ∈ A[X] primitius, aleshores a ∼ b i u(X) ∼ v(X).

Teorema 2.1 (Lema de Gauss) Siguin f(X), g(X) ∈ A[X]. El producte fg és primitiu si, i
només si, f i g ho són.

Prova: És clar que cont f | cont fg. Per tant si fg és primitiu f també ho és (el mateix per
g). Suposi’s que f i g són primitius. Siguin f(X) =

∑n
i=0 aiX

i i g(X) =
∑m

i=0 biX
i polinomis

primitius, i sigui f(X)g(X) =
∑n+m

i=0 ciX
i.

Donat un primer p de l’anell, sigui 0 6 r 6 n l’enter més petit tal que p - ar i sigui 0 6 s 6 m
l’enter més petit tal que p - bs. Aleshores p no divideix cr+s, ja que

cr+s =
∑

i+j=r+s

aibj = arbs + ar−1bs+1 + · · ·+ ar+1bs−1 + · · ·

i, apart de arbs, que no és divisible per p, cada sumand conté un factor ai amb i < r o un
factor bj amb j < s que són divisibles per p. Per tant, p no divideix el màxim comú divisor dels
coeficients de fg. Com que això és cert per a tot primer p, aquest polinomi és primitiu. �

Corol.lari 2.2 Per a tot parell de polinomis f, g ∈ A[X] es té

cont(fg) = cont f cont g
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Prova: Siguin f = af0 i g = bg0, amb f0 i g0 primitius i a, b els continguts respectius. Aleshores
fg = abf0g0. Pel lema de Gauss f0g0 és primitiu i per tant ab = cont(fg). �

Tot polinomi f(X) ∈ K[X] descompon com f(X) = αf0(X) amb α ∈ K∗ i f0(X) ∈ A[X]
un polinomi primitiu, i la descomposició és única llevat de multiplicar els factors per unitats de
l’anell. Es següent resultat tècnic es fa servir sovint quan es tracta amb polinomis sobre un anell
factorial barrejats amb polinomis sobre el seu cos de fraccions.

Lema 2.3 Sigui f(X) ∈ A[X] i sigui v(X) ∈ A[X] un polinomi primitiu.

• Si f(X) = αv(X) amb α ∈ K∗, aleshores α ∈ A.

• Si f(X) = u(X)v(X) és una descomposició a K[X] aleshores u(X) ∈ A[X].

Prova: Sigui α = a/b amb a, b ∈ A. Aleshores bf(X) = av(X) ∈ A[X] i igualant els continguts,
i com que v és primitiu, es té b cont f = a i per tant b | a a l’anell A, de manera que α = a/b ∈ A.

Sigui u(X) = αu0(X) amb u0(X) ∈ A[X] primitiu. Aleshores f(X) = αu0(X)v(X) i com
que u0v és primitiu es dedueix que α ∈ A i, per tant, que u(X) ∈ A[X]. �

Proposició 2.4 Sigui f(X) ∈ A[X] un polinomi primitiu. Aleshores f(X) és primer a A[X]
si, i només si, ho és a K[X].

Prova: Suposi’s f primer a A[X]. Sigui f(X) | u(X)v(X) a K[X] i sigui q el quocient
corresponent. Siguin u(X) = αu0(X), v(X) = βv0(X) i q = γq0(X) amb u0, v0, q0 ∈ A[X]
primitius i α, β, γ ∈ K∗ Aleshores f(X)q0(X) = γ−1αβu0(X)v0(X) i com que u0v0 és primitiu
es dedueix que la constant γ−1αβ és un element de A que, per primitivitat dels polinomis a tots
dos costats, ha de ser de A∗. Per tant f(X) divideix u0v0 a A[X] i per hipòtesi ha de dividir
a algun dels dos polinomis, per tant divideix un dels dos polinomis u, v a K[X] ja que sobre
aquest anell són associats dels anteriors.

Rećıprocament, suposi’s que f(X) | u(X)v(X) a A[X]. Aquesta mateixa divisió té lloc
a K[X] i per tant f(X) ha de dividir un dels dos polinomis en aquest anell. Suposi’s que
f(X)q(X) = u(X) amb q(X) ∈ K[X]. Pel lema anterior resulta que q(X) ∈ A[X] i per tant
també f(X) | u(X) a A[X]. �

Teorema 2.5 Si A és un anell factorial i K és el seu cos de fraccions, aleshores l’anell de
polinomis A[X] també és factorial. Els primers de A[X] són els primers de A i els polinomis
primitius que són irreductibles a K[X].

Prova: Per la proposició anterior els polinomis primitius de A[X] que són irreductibles
(primers) a K[X] són elements primers de A[X]. Si p és un primer de A i p | u(X)v(X)
a A[X] aleshores prenent continguts resulta que p | (contu)(cont v) i per tant p divideix un
d’aquests dos elements. Per tant, els primers de A també són primers de A[X].

Només queda veure que tot element de A[X] descompon com a producte de primers. Donat
un polinomi f(X) ∈ A[X] sigui f(X) = f1(X) · · · fr(X) una descomposició en primers a K[X], i
sigui fi(X) = αiui(X) amb ui(X) ∈ A[X] primitiu (i primer ja que és associat del primer fi(X)
a K[X]). Aleshores f(X) = au1(X) · · ·ur(X) amb a =

∏
αi = cont f ∈ A. Si a = p1 · · · ps amb

pi primers de A aleshores
f(X) =

∏
pi
∏

uj(X)

és una descomposició de f(X) ∈ A[X] en producte de primers. �
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Polinomis en varies variables. L’anell de polinomis en varies variables es pot definir in-
ductivament com K[X1, . . . , Xn] = K[X1, . . . , Xn−1][Xn]. Pel teorema anterior, aquest anell és
un DFU. Per n > 2 no és un DIP; en efecte, és clar que l’ideal generat per X1, . . . , Xn no és
principal.

Teorema 2.6 (Criteri d’irreductibilitat d’Eisenstein) Sigui A un anell factorial i sigui
f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ A[X] un polinomi no constant. Si existeix un primer p de A
tal que

p | ai per 0 6 i < n, p - an, i p2 - a0,

aleshores f és irreductible a K[X].

Prova: Es pot suposar que f és primitiu. En efecte, si f = af0 amb a = cont f , la irreductibil-
itat de f a K[X] equival a la de f0, i com que p - cont f els coeficients del polinomi f0 satisfan
les mateixes condicions de divisibilitat per p que els de f . Per tant n’hi ha prou a demostrar
que el polinomi f0, que es primitiu, és irreductible, i es pot suposar que f és primitiu. Aleshores
la irreductibilitat de f a K[X] equival a la irreductibilitat a A[X].

Sigui f(X) = u(X)v(X) una descomposició en producte de polinomis de A[X], i siguin
u(X) =

∑r
i=0 uiX

i, v(X) =
∑s

j=0 vjX
j . Pel lema de Gauss, els polinomis u i v són primitius.

Siguin α = min{i : 0 6 i 6 r, p - ui} i β = min{j : 0 6 j 6 s, p - vj}, que existeixen ja que p no
divideix el contingut de cap dels dos polinomis u, v. Aleshores per a tot k < α+ β és p | ak i en
canvi si k = α + β és p - ak, ja que ak =

∑
i+j=k uivj i per tant quan k < α + β cada sumand

conté un ui amb i < k o bé un vj amb j < β i en canvi quan k = α + β aleshores el sumand
uαvβ no és divisible per p però tots els demés śı que ho són.

Com que el primer coeficient de f que no es divideix per p és an ha de ser α + β = n, i del
fet que n = r + s i α 6 r, β 6 s es dedueix que α = r i β = s.

D’altra banda la condició p2 - a0 implica que no pot ser que p | u0 i també p | v0, de
manera que un dels dos nombres r o s ha de ser zero i això vol dir que un dels dos factors en la
descomposició anterior és una constant. �

Exemple. Irreductibilitat del polinomi ciclotòmic p-èsim. Sigui p un nombre primer,
aleshores el polinomi ciclotòmic p-èsim

Φp(X) = (Xp − 1)/(X − 1) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1 ∈ Q[X]

és irreductible. En efecte, observi’s que l’aplicació K[X] → K[X] que envia f(X) a f(X + 1)
és un isomorfisme d’anells i, per tant, f(X) és irreductible si, i només si, ho és f(X + 1). En el
nostre cas,

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1
(X + 1)− 1

= Xp−1 + pXp−2 +
(p

2

)
Xp−3 + · · ·+

(p
2

)
X + p ∈ Z[X]

té la propietat d’Eisenstein respecte el primer p.

Reducció mòdul un primer. Sigui A un anell factorial i p un primer de A. El quocient
A/(p) és un anell ı́ntegre. Es considerem la projecció canònica π : A→ A/(p) de reducció mòdul
p, que es denotarà posant una barra damunt dels elements de A, de manera que a = π(a) =
a+ (p) = a+ pA. L’aplicació de reducció de polinomis

∑
aiX

i 7→
∑
aiX

i és un homomorfisme
d’anells A[X]→ (A/(p))[X], que es denotarà amb una barra f(X) 7→ f(X).
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Teorema 2.7 (Criteri d’irreductibilitat per reducció) Siguin A un anell factorial, p un
primer de A, i K el cos de fraccions de l’anell ı́ntegre A/(p). Donat un polinomi primitiu
f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ A[X] amb p - n, si f(X) és irreductible a K[X] aleshores f és
irreductible a A[X].

Prova: En efecte, donada una descomposició f(X) = g(X)h(X), els coeficients de grau més
gran de g i h no es divideixen per p. En tal cas, els polinomis f , g i h tenen els mateixos graus
que f , g i h, respectivament, i es té la identitat f(X) = g(X)h(X). Per tant una descomposició
no trivial de f a A[X] donaria lloc a una descomposició no trivial de f a K[X], contradient la
seva irreductibilitat. �

Polinomis ciclotòmics. Per a cada n > 1 el polinomi ciclotòmic n-èsim és el polinomi

Φn(X) =
∏

06k<n
(k,n)=1

(X − e2πik/n).

Es té la fórmula

Xn − 1 =
∏

06k<n

(X − e2πik/n) =
∏
m|n

∏
06k<n

(k,n)=m

(X − e2πik/n) =
∏
d|n

Φd(X),

ja que cadascun dels factors corresponents a un divisor m | n, posant n = md, k = mk0, i tenint
en compte que la condició 0 6 k < n, (k, n) = m equival a 0 6 k0 < d, (k0, d) = 1, és el polinomi
ciclotòmic Φd(X). Per tant es té la fórmula recursiva

Φn(X) =
Xn − 1∏
d|n
d<n

Φd(X)

que permet calcular els polinomis ciclotòmics en termes dels polinomis Xn − 1.
D’aquesta fórmula es dedueix que els polinomis ciclotòmics tenen coeficients racionals (ja que

Xn − 1 i X − 1 els hi tenen, i aplicant inducció sobre n) i, encara més, que aquests coeficients
són enters i els Φn(X) són primitius a Z[X]. En efecte, com que Xn− 1 ∈ Z[X], per inducció es
dedueix que tots els polinomis ciclotòmics són polinomis primitius de Z[X]. En efecte, Φ1(X) =
X−1 ho és. De la identitat anterior es dedueix que si tots els Φd(X) per d < n són primitius de
Z[X] aleshores el polinomi Φn(X) té coeficients enters, i és clarament primitiu ja que és mònic.

Teorema 2.8 El polinomi ciclotòmic n-èsim Φn(X) ∈ Z[X] és irreductible a Q[X].

Prova: Sigui Xn− 1 = f1(X) · · · fr(X) una descomposició en irreductibles a Z[X] (i, per tant,
irreductibles a Q[X]). Com que el coeficient de grau màxim de Xn− 1 és un 1 els coeficients de
grau màxim dels factors fi han de ser ±1 i, multiplicant alguns d’aquests polinomis per −1 si
cal es pot suposar que són tots iguals a 1.

Sigui ζ = e2πik/n una arrel n-èsima de la unitat qualsevol. Com que ζ és arrel del polinomi
Xn − 1 ha de ser arrel d’algun dels seus factors. Suposi’s que f1(ζ) = 0.

Sigui p un primer tal que p - n. Es demostrarà que ζp també és arrel de f1.
Com que ζp també és arrel de Xn − 1, serà arrel d’algun els polinomis fi(X). Aleshores

els polinomis f1(X) i fi(Xp) tenen ζ com a arrel comú, i per tant no poden ser relativament
primers a Z[X]. Com que f1 és primer ha de ser f1(X) | fi(Xp).
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Es denota amb una barra superior la reducció mòdul p de polinomis de Z[X], que dóna
polinomis de Fp[X]. Aleshores f1(X) | f i(Xp) i com que f i(Xp) = f i(X)p, tot factor primer de
f1(X) a Fp[X] també és un factor primer de f i(X), i d’aquests factors primers n’hi ha, ja que
com que f1 és mònic de grau > 1, el polinomi f1 no pot ser constant. Si fos i 6= 1 aleshores
el polinomi Xn − 1 ∈ Fp[X] tindria com a factors primers múltiples tots els factors primers
de f1(X), i això contradiu el fet que (Xn − 1, nXn−1) = 1 a l’anell Fp[X] (noti’s que aqúı és
essencial que p - n). Per tant, i = 1, i ζp és també arrel de f1(X).

Sigui ara ζ = e2πi/n, o una arrel primitiva n-èsima de la unitat qualsevol. Aleshores totes les
demés arrels primitives n-èsimes de la unitat són potències ζm amb exponent m relativament
primer amb n, i per tant producte m = p1p2 · · · pr de primers que no divideixen n. Aplicant
l’argument anterior en cada primer pi s’obté que ζm és arrel de f1(X). Per tant, totes les arrels
primitives n-èsimes de la unitat són arrels de f1(X) i ha de ser Φn(X) | f1(X). Atès que Φn(X)
és mònic no constant i que f1(X) és mònic i primer, aquests dos polinomis són iguals i Φn(X)
és primer. �

7


