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Es recorda que si a és un element d’ordre n d’un grup, cada poténcia a* té ordre
n/(n, k). En particular, per a cada divisor d | n I'element a™? té ordre d.

Definicié 1 L’exponent d’'un grup G és el menor enter m > 1 tal que a™ = 1 per a tot
a € G (o infinit, si no hi ha cap enter que compleizi aquesta condicid).

Es clar que I'exponent d’un grup és el minim comu multiple dels ordres de tots els
seus elements i que 'exponent d'un grup finit divideix el seu ordre. Exemples:

e ¢l grup infinit (Z/2Z)* =11, .5 Z/2Z té exponent 2,

el grup diedral D, té exponent [2, n],

el grup Q/Z, que té tots els elements d’ordre finit, té exponent oo,
e ¢l grup simetric 6,, té exponent [2,3,4,...,n].

Lema 1 Siguin n i m enters positius. Erxisteizen divisors ng | n i mo | m tals que

(ng,mp) =1 i ngmg = [n,m)].
PRrROVA: Siguin py, ..., px tots els divisors primers de nm. Es pot escriure
n=pi'-pt, m=pi'-pf,  amb o orys 20

Siguin

no= [[nr,  mo=]]p"

T 284 7 <8;

Es clar que sén divisors de n i de m respectivament i que compleixen les propietats que
es demanaven. U

Lema 2 En un grup abelia A, siguin a,b elements d’ordres n i m, respectivament.



1. ord(ab) | [n, m],
2. si (n,m) =1 aleshores ord(ab) = nm,
3. A conté algun element d’ordre [n,m].

Per tant tot grup abelia finit conté algun element d’ordre igual al seu exponent.

Prova: 1. Sigui r = [n,m]. Aleshores (ab)” = a"b" = 1.
2. Si (ab)® =1 aleshores a* = b~*. Elevant a m es té

(n,m)=1

a™=0""F=1 = n|mk n| k.
Elevant a n es veu que m | k. Per tant nm = [n,m] | k. Per tant nm | ord(ab).

3. Siguin ng, mo com al lema anterior. Aleshores a™/™ i /™0 tenen ordres ng i mo,
respectivament. Per I’apartat anterior ord(a™™b™™) = ngmqy = [n, m). O

Lema 3 Sigui A un grup abelia finit, a € A un element d’ordre maxim d iw: A — A/(a)
la projeccio canonica.
Tot element del quocient A/{a) té una antiimatge del seu mateix ordre.

PrOvVA: Recordi’s que per a un morfisme de grups f qualsevol l'ordre de f(z) divideix
I'ordre de .

Sigui y € A/(a) d’ordre n i sigui x € A amb 7(x) = y. Aleshores 7(2") = 1 i per
tant 2" € (a). Sigui 2" = a*. Com que d és I'exponent del grup A, l'ordre de x el
divideix, i com que n és un divisor de 'ordre de z, resulta que n | d. Elevant a d/n es
té 2 = /™ = 1. Per tant d | kd/n = nd | kd = n | k. Sigui k = nky. Aleshores
I'element za~* compleix el que es demana: és també una antiimatge de y, i per tant té

ordre divisible per n, i (za=")" = 2"a~* = 1 de manera que el seu ordre és n. U
Teorema 4 Tot grup abelia finit és isomorf a un producte de grups ciclics

A~ Cy xCygy x -+ xCy,, amb dy |dy |-+ ]d,.
A més, els enters d; determinen univocament la classe d’isomorfisme del grup.

Prova: Es demostrara per induccié sobre el cardinal del grup. Es obvi si el grup té < 3
elements. Suposi’s demostrat per a tots els grups de cardinal més petit que el de A.

Sigui @ un element de A d’ordre maxim d > 1. El quocient A/(a) és abelia d’ordre
estrictament menor que el de A i per induccié és isomorf a un producte de r grups ciclics
Cy,. Siguin v, ...,y, elements d’aquest quocient d’ordres dy,...,d, corresponents a un
tal isomorfisme. Siguin z1,...,x, elements de A antiimatges per la projeccié canonica
dels mateixos ordres, que existeixen segons el lema anterior. Sigui B el subgrup de A
generat per tots aquests elements,

B = {1 2" :m; € Z}.
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Com que xfi = 1 és clar que el nombre d’elements de B és < [[d;. D’altra banda la
restriccid 7| de la projeccié m: A — A/(a) és exhaustiva i el grup quocient A/(a) conté
[1d; elements. Per tant |B| =[] d; = |A/{a)]|.

Es considera el morfisme B x {(a) — A definit per (b, a*) = ba*. Per a cada element
a € A sigui m(a) = yi™ -y isigui b = 2" - 2. Aleshores m(ab™!) = 1 i, per tant
ab™! = @, de manera que o = ba” i el morfisme anterior és exhaustiu. Com que tots dos
grups tenen el mateix cardinal, és bijectiu, i per tant A és isomorf a

BX<a>ZCd1 XCd2X---XCdT,XCd.

La condicié d,. | d és conseqiiencia del fet que 'ordre de tot element (i d, és 'ordre de z,.)
divideix ’exponent del grup, que és d.

Abans de veure que la descomposicié és tunica, algunes observacions. Per a tot grup
abelia A, A" = {a" : a € A} és un subgrup. Es clar que (A x B)" = A" x B" i que
(Ax B)/(Ax B)" = A/A™ x B/B". En el cas ciclic, si C; = (a) aleshores C és el
subgrup generat per a”, que com que té ordre d/(n,d) és isomorf al grup Cgy/mq). Per
tant el quocient Cq/C} és isomorf a C(y, q).

Es clar que dos grups isomorfs a un mateix producte de ciclics sén isomorfs. Suposi’s
que un grup A admet isomorfismes en dos productes de ciclics

Cigy X Cgy X -+ xCg. 2 A~Cyy X Cpy X -+ X Cg,

amb d; | d;y1 1 e; | e;11. Sigui p un factor primer de dy, i per tant un divisor de tots els
d;. Sigui e, amb k > 1, el primer dels e; divisibles per p. Aleshores A/AP és isomorf,
d’una banda, a un producte de r grups C,, i de I'altra, al producte de s —k+1 grups com
aquest. Comparant els seus cardinals resulta que r = s — k + 1 i per tant s > r. Fent el
mateix amb un factor primer de e; es dedueix la desigualtat contraria. Per tant s =rip
divideix tant d; com e;. Aleshores el grup AP, que té cardinal estrictament menor que A,
és isomorf a
Cdl/p X "'Cdr/p ~ AP ~ Cel/p X oo X Cer/p,

i per hipotesi d’induccié d;/p = e;/p d’on resulta que d; = e; per a tot i. Il

Recordant 'isomorfisme del teorema xines del residu C,, x C,, >~ Cy,,, si (n,m) =1 es
veu que tot producte de grups ciclics es pot posar com a producte de grups ciclics d’ordre
potencia de p. De grups abelians d’ordre p” n’hi ha tants com particions de n, o sigui
com maneres d’escriure n =nq +ng+---+n, amb 0 <n; < --- < n,, a cadascuna de les
quals li correspon el grup

Cpr1 X Cpng X -+ X Cpnr.

D’aquesta observacié es dedueix que el nombre de grups abelians d’ordre N = [[;_, p}"
és el producte P(m,)P(msy)--- P(m,) dels nombres de particions corresponents.



